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Sazˇetak
Kut bocˇnog klizanja vozila predstavlja jednu od kljucˇnih varijabli koje se koriste u
regulaciji dinamike vozila. Buduc´i da je taj kut tesˇko mjeriti, potrebno ga je procijeniti.
Projektiranje robusnog estimatora, koji omoguc´ava tocˇnu procjenu bocˇnog kuta klizanja u
raznim radnim uvjetima predstavlja znacˇajan izazov u prakticˇnoj primjeni. U ovom radu
razmotriti c´e se jedan od pristupa procjene, koji se temelji na modelu dinamike vozila, a da
pritom ne zahtjeva poznavanje modela autogume.
Kljucˇne rijecˇi: Dinamika vozila, Kalmanov filtar, Simulink, estimacija, kut bocˇnog klizanja
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Poglavlje 1
Uvod
Kut bocˇnog klizanja vozila predstavlja jednu od kljucˇnih varijabli koje se koriste u
regulaciji dinamike vozila. Buduc´i da je taj kut tesˇko mjeriti, potrebno ga je procijeniti.
Projektiranje robusnog estimatora, koji omoguc´ava tocˇnu procjenu bocˇnog kuta klizanja u
raznim radnim uvjetima predstavlja znacˇajan izazov u prakticˇnoj primjeni. U ovom radu
razmotrit c´e se jedan od pristupa procjene, koji se temelji na modelu dinamike vozila, a da
pritom ne zahtjeva poznavanje modela autogume.
U radu c´e se opisati matematicˇki model dinamike vozila i temeljna struktura i svojstva
Kalmanovog filtra. Projektirat c´e se sustav procjene bocˇnog kuta klizanja i implementirati
u simulacijskom okruzˇenju.
Simulacijom na racˇunalu analizirat c´e se tocˇnost procjene za razlicˇite radne uvijete, tj.
manevre vozila, te c´e se analizirati dominantni izvori pogresˇaka (npr. netocˇnost parametara
modela vozila, pogresˇke mjerenja senzora, utjecaj bocˇnog nagiba ceste i sl.). Komentirati c´e
se moguc´nost daljnjih unaprjed¯enja projektiranog sustava procjene, te c´e se navesti ocˇekivane
prednosti i nedostaci u odnosu na ostale pristupe iz literature.
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Matematicˇki model dinamike vozila
Prilikom projektiranja estimatora bocˇnog kuta klizanja potrebno je poznavati
matematicˇki model dinamike vozila. Varijable vezane uz dinamiku vozila (npr. sile,
momenti, brzine, akceleracije i sl.) definiraju se u koordinatnom sustavu vozila cˇije
ishodiˇste se postavlja u centar mase (CG) vozila, za kojeg se pretpostavlja da se ne mijenja
tijekom vozˇnje.
Slika 2.1: Koordinatni sustav vozila
Slika 2.1 prikazuje definirani koordinatni sustav vozila. Prema njemu mogu se definirati
glavne varijable dinamike vozila:
• Uzduzˇno gibanje u smjeru osi x
• Valjanje (roll) - rotacijsko gibanje oko x osi
2
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• Bocˇno gibanje u smjeru osi y
• Poniranje (pitch) - rotacijsko gibanje oko y osi
• Vertikalno gibanje u smjeru osi z
• Skretanje (yaw) - rotacijsko gibanje oko z osi
U ovom radu se nec´e koristiti model autogume, vec´ c´e se sile koje djeluju na gume
modelirati kao slucˇajni procesi i procijeniti direktno iz dinamicˇkog modela vozila. Time je
osigurana robusnost procjene bocˇnog kuta klizanja na promjenu parametara poput faktora
trenja podloge, neravnine na podlozi, tipu i stanju istrosˇenosti gume, ...
2.1 Kontinuirani model dinamike vozila
Vozilo koje c´e se modelirati skrec´e s prednjim kotacˇima i ima pogon na prednje kotacˇe.
Ako se zanemari dinamika ovjesa, automobil ima 10 stupnjeva slobode gibanja: 6 stupnja
slobode translacije i rotacije sˇasije i 4 stupnja slobode rotacije kotacˇa. Radi jednostavnosti
u ovom radu c´e se zanemariti vertikalno gibanje, valjanje i poniranje vozila.
Da bi se dalje smanjio broj stupnjeva slobode, a time olaksˇalo modeliranje i procjena
varijabli stanja vozila, model se pojednostavljuje tako da se prednji i strazˇnji lijevi i desni
kotacˇi reduciraju u jedan prednji i jedan strazˇnji kotacˇ u srediˇstu pojedine osovine vozila.
Tako pojednostavljeni model ima ukupno 5 stupnjeva slobode gibanja i zove se jednotracˇni
model dinamike vozila (tj. bicikl model) (slika 2.2).
Iz drugog Newtonovog zakona gibanja mogu se napisati jednadzˇbe:
max = Fxf cosδ − Fyf sinδ + Fxr], (2.1)
may = Fyf cosδ + Fxf sinδ + Fyr, (2.2)
Gdje su ax i ay akceleracije u x, osnosno y osi. Osim akceleracije usljed djelovanja sila
na gume, postoji i centripetalna komponenta akceleracije usljed gibanja po y osi. Njen iznos
je za x os V r, a za y os −Ur. Zbrajanjem izraza dobivenih iz Newtonovog zakona gibanja
i centripetalnih komponenti akceleracije, longitudinalna brzina U , bocˇna brzina V i brzina
skretanja r mjerena u centru gravitacije vozila mogu se opisati sa sljedec´e tri difenrencijalne
jednadzˇbe ([15], [11]):
U˙ =
1
m
[Fxf cosδ − Fyf sinδ + Fxr] + V r, (2.3)
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Slika 2.2: Bicikl model vozila
V˙ =
1
m
[Fyf cosδ + Fxf sinδ + Fyr]− Ur, (2.4)
r˙ =
1
Izz
[b(Fyf cosδ + Fxf sinδ)− cFyr], (2.5)
gdje su Fxf , Fyf , Fxr, Fyr ukupne sile na prednje odnosno strazˇnje kotacˇe (sile su dane u
lokalnim koordinatinim sustavima kotacˇa). Rotacijska dinamika prednjeg i strazˇnjeg kotacˇa
opisane su sljedec´im diferencijalnim jednadzˇbama:
ω˙f =
1
Iω
[KbTb − FxfRω], (2.6)
ω˙r =
1
Iω
[(1−Kb)Tb − FxrRω]. (2.7)
Nakon raspisa diferencijalnih jednadzˇbi u obliku prostora stanja dobivaju se izrazi koji
odgovaraju onima iz [23] i glase:
x˙ = Ax + Bu , (2.8)
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y = Cx + Du . (2.9)
x - vektor stanja
x˙ - vektor derivacija varijabli stanja
u - vektor ulaza - ulaz je prijmjenjeni moment na kotacˇe (zbroj pogonskog i kocˇnog
momenta)
y - vektor izlaza
A - matrica koeficijenata sustava
B - matrica ulaza sustava
C - matrica izlaza sustava
D - matrica direktnog preslikavanja ulaza na izlaz koja je nul matrica pa se dalje izostavlja

U˙
V˙
r˙
w˙f
w˙r
˙Fxf
˙Fyf
˙Fxr
˙Fyr

=

0 r 0 0 0 cos δ
m
− sin δ
m
1
m
0
−r 0 0 0 0 sin δ
m
cos δ
m
0 1
m
0 0 0 0 0 b sin δ
Izz
c cos δ
Izz
0 −c
Izz
0 0 0 0 0 R
Iw
0 0 0
0 0 0 0 0 0 R
Iw
0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

︸ ︷︷ ︸
A

U
V
r
wf
wr
Fxf
Fyf
Fxr
Fyr

+

0
0
0
Kb
1−Kb
0
0
0
0

︸ ︷︷ ︸
B
u, (2.10)

r
wf
wr
ax
ay

︸ ︷︷ ︸
y
=

0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 cos δ
m
− sin δ
m
1
m
0
0 0 0 0 0 sin δ
m
cos δ
m
0 1
m

︸ ︷︷ ︸
C

U
V
r
wf
wr
Fxf
Fyf
Fxr
Fyr

. (2.11)
Dobivene matrice su vremenski varijantne, mogu se mijenjati u vremenu (npr. kut zakreta
upravljacˇa je funkcija vremena).
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2.2 Diskretizirani model dinamike vozila
Da bi dobiveni model mogli upotrijebiti za estimaciju varijabli stanja, potrebno ga je
prevesti u diskretni oblik. Za vrijeme uzorkovanja odabire se varijabla Ts. Diskretizacija se
provodi prema Eulerovoj aproksimaciji iz [22]:
x(k + 1) = (I + ATs)x(k) + TsBu(k) , (2.12)
Nakon postupka diskretizacije dobiva se:
x(k + 1) = Fx(k) + Gu(k) , (2.13)
y(k) = Hx(k) + Du(k) . (2.14)

U
V
r
wf
wr
Fxf
Fyf
Fxr
Fyr

︸ ︷︷ ︸
x(k+1)
=

1 rTs 0 0 0
cos δ
m
Ts
− sin δ
m
Ts
1
m
Ts 0
−rTs 1 0 0 0 sin δm Ts cos δm Ts 0 1mTs
0 0 1 0 0 b sin δ
Izz
Ts
c cos δ
Izz
Ts 0
−c
Izz
Ts
0 0 0 1 0 R
Iw
Ts 0 0 0
0 0 0 0 1 0 R
Iw
Ts 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

︸ ︷︷ ︸
F

U
V
r
wf
wr
Fxf
Fyf
Fxr
Fyr

︸ ︷︷ ︸
x(k)
+

0
0
0
KbTs
Ts −KbTs
0
0
0
0

︸ ︷︷ ︸
G
u,
(2.15)

r
wf
wr
ax
ay

︸ ︷︷ ︸
y(k)
=

0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 cos δ
m
− sin δ
m
1
m
0
0 0 0 0 0 sin δ
m
cos δ
m
0 1
m

︸ ︷︷ ︸
H=C

U
V
r
wf
wr
Fxf
Fyf
Fxr
Fyr

︸ ︷︷ ︸
x(k)
. (2.16)
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2.3 Kut bocˇnog klizanja
Kada se vozilo giba pravocrtno na ravnoj podlozi, smjer vektora brzine VCG u centru
mase vozila koincidira s orijentacijom vozila (smjerom osi x). No, kad vozilo skrene dolazi
do skretanja kutnom brzinom r koja uzrokuje promjenu orijentacije i lateralnu akceleraciju
usmjerenu prema centru zavoja. Vozilo tada posjeduje i komponentu brzine okomitu na x
os, to jest lateralnu brzinu.
Ako lateralna brzina nije jednaka nuli znacˇi da orijentacija vozila i smjer u kojem se
vozilo giba nisu viˇse jednaki. Lateralna brzina se razlikuje u pojedinim tocˇkama vozila, a
kao referentna uzima se lateralna brzina u centru mase vozila.
Kut izmed¯u orijentacije vozila (ψ) i smjera gibanja u centru mase (γ) zove se kut bocˇnog
klizanja vozila (β). On se mozˇe izracˇunati iz omjera lateralne brzine i uzduzˇne brzine prema
formuli:
β = arctan(
V
U
) (2.17)
Kut bocˇnog klizanja je varijabla stanja koja je od najvec´eg interesa za ovaj rad, ona c´e
se u kasnijem djelu estimirati iz poznate dinamike vozila i mjerenja senzora.
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2.4 VRML model vozila
Kako bi se bolje vizualizirala dinamika vozila izrad¯en je 3D model sustava u Matlab-ovom
toolbox-u VRML (Virtual Reality Modeling Language). Za izradu modela koriˇsten je alat
V-Realm Builder u kojem je definiran pojednostavljen geometrijski model vozila, podloga
po kojoj se vozilo giba, te pozadina i osvjetljenje.
Slika 2.3: VRML model vozila
Pozicija i orijentacija zakreta VRML modela vozila povezani su sa Simulink modelom
koristec´i blokove Simulink 3D Animator Toolbox-a. Time se tijekom izvod¯enja simulacije u
3D okruzˇju mozˇe vidjeti tocˇno kretanje i orijentacija vozila.
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Slika 2.4: Model vozila upravljan Simulink simulacijom, te blokovi koji povezuju simulaciju i model
vozila
.
Poglavlje 2 Matematicˇki model dinamike vozila 10
2.5 Analiza stacionarnih pojava pri skretanju vozila
U ovom djelu odgovorit c´e se na pitanje koliki je potreban kut skretanja da bi vozilo
pratilo zavoj polumjera zakrivljenosti R.
U stacionarnom stanju skretanja (za gibanje po kruzˇnoj putanji) su longitudinalna brzina
U , bocˇna brzina V , te brzina skretanja r konstantne, pa vrijedi:
U˙ = V˙ = r˙ = 0 (2.18)
Vrijednost kutne brzine za slucˇaj vozˇnje po kruzˇnici polumjera R jednaka je:
r =
U
R
(2.19)
Ako se za ukupan razmak izmed¯u kotacˇa definira:
L = b+ c (2.20)
i u jednadzˇbe dinamike vozila iz prethodnog djela uvedu izrazi (2.18) i (2.19) dobiva se:
Fyf =
cmU2
LR
(2.21)
Fyr =
bmU2
LR
(2.22)
Pretpostavimo da su kutovi klizanja mali, pa je prema tome bocˇna sila na svakom kotacˇu
proporcionalna kutu klizanja (slika 2.5). Kut klizanja je kut izmed¯u orijentacije kotacˇa i
orijentacije vektora brzine.
Kut klizanja prednjeg kotacˇa oznacˇen je sa αf i sa αr za strazˇnji kotacˇ.
Koeficijent krutosti bocˇne karakteristike prednje gume oznacˇen je sa Cαf i strazˇnje sa Cαr .
Uz pretpostavku da se radi o bicikl modelu vozila sa jednom prednjom i jednom strazˇnjom
gumom, bocˇne sile iznose:
Fyf = Cαfαf (2.23)
Fyr = Cαrαr (2.24)
Uvrsˇtavanjem u (2.21) i (2.22) dobiju se izrazi za prednji odnosno strazˇnji kut klizanja:
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Slika 2.5: Odnos bocˇne sile i kuta klizanja gume
αf =
cmU2
CαfLR
(2.25)
αr =
bmU2
CαrLR
(2.26)
Prema slici 2.6 centar rotacije O vozila je tocˇka u kojoj se sijeku dvije linije okomite na
brzine kotacˇa. Uz pretpostavku da je polumjer zakrivljenosti zavoja puno vec´i od razmaka
izmed¯u kotacˇa (R >> L) i za male kuteve β iz slike 2.2 vrijedi aproksimacija:
β = arctan(
V
U
) ≈ V
U
(2.27)
Iz transformacija kuta bocˇnog klizanja vozila u koordinatni sustav prednjeg odnosno
strazˇnjeg kotacˇa, nakon sred¯ivanja dobije se:
δ = αf − αr + L
R
(2.28)
Ovom jednadzˇbom mozˇemo odrediti kut zakreta vozila. Nakon uvrsˇtavanja izraza (2.25)
i (2.26) u jednadzˇbu za stacionarni kut zakreta dobije se konacˇni izraz:
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Slika 2.6: Kut skretanja za velike brzine
δ =
mU2
LR
(
c
Cαf
− b
Cαr
)
+
L
R
(2.29)
Iz ove jednadzˇbe mozˇe se izlucˇiti faktor podupravljanja Ku koji iznosi:
Ku =
mg
L
(
c
Cαf
− b
Cαr
)
(2.30)
Sada jednadzˇba stacionarnog skretanja glasi:
δ =
L
R
+
Ku
g
U2
R
(2.31)
Ovisno o relativnim vrijednostima prednje i strazˇnje krutosti gume i raspodjeli mase, postoje
tri moguc´a slucˇaja ponasˇanja vozila za raspone vrijednosti faktora podupravljanja Ku:
• Neutralno upravljanje:
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Kod neutralnog upravljanja faktor podupravljanja Ku = 0 zbog jednakih kutova
klizanja prednjeg i strazˇnjeg kotacˇa.
c
Cαf
=
b
Cαr
→ Ku = 0→ αf = αr (2.32)
U slucˇaju neutralnog upravljanja na zavoju konstantnog polumjera zakrivljenosti nije
potrebna promjena kuta skretanja pri promjeni brzine vozila U . Kut skretanja ovisi
samo o polumjeru krivulje i o razmaku izmed¯u kotacˇa.
• Podupravljanje:
U slucˇaju podupravljanja faktor podupravljanja Ku > 0 zbog vec´eg kuta klizanja na
prednjim kotacˇima u odnosu na strazˇnje kotacˇe.
c
Cαf
>
b
Cαr
→ Ku > 0→ αf > αr (2.33)
U slucˇaju podupravljanja na zavoju konstantnog polumjera zakrivljenosti kut
skretanja se mora povec´avati sa brzinom proporcionalno sa Ku pomnozˇenim sa
bocˇnom akceleracijom.
• Preupravljanje
U ovom slucˇaju je faktor podupravljanja Ku < 0 zbog manjeg kuta klizanja na
prednjim kotacˇima u odnosu na strazˇnje kotacˇe.
c
Cαf
<
b
Cαr
→ Ku < 0→ αf < αr (2.34)
Kod preupravljanja se na zavoju konstantnog polumjera kut skretanja mora smanjivati
pri povec´anju longitudinalne brzine U .
Slika 2.7 prikazuje kut skretanja kao funkciju longitudinalne brzine vozila za razlicˇite
slucˇajeve vrijednosti Ku
Opc´enito, automobili sa pogonom na prednje kotacˇe tezˇe podupravljanju, dok automobili
sa pogonom na strazˇnje kotacˇe tezˇe preupravljanju.
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neutralno upravljanje
podupravljanje
Slika 2.7: Promjena potrebnog kuta skretanja sa promjenom longitudinalne brzine
Poglavlje 3
Kalmanov filtar
Kalmanov filtar je rekurzivni estimator stanja koji omoguc´uje da se na efikasan nacˇin
procjene stanja procesa, tako da se minimizira srednja kvadratna pogresˇka (engl. mean
square error). Filtar podrzˇava estimaciju prosˇlih, sadasˇnjih te buduc´ih stanja sustava i to
radi cˇak i kada je tocˇno ponasˇanje modeliranog sustava nepoznato. Svrha Kalmanovog filtra
je, uz pomoc´ poznatog modela sustava i uz prisutan izrazˇen sˇum u mjerenju senzora, tocˇno
odred¯ivanje zˇeljenih varijabli stanja promatranog procesa.
3.1 Estimirani proces
Kalmanov filtar se rabi za estimaciju varijabli stanja x ∈ <n diskretno upravljanog
procesa kojeg opisuje linearna stohasticˇka jednadzˇba diferencija:
x(k) = F(k − 1)x(k − 1) + G(k − 1)u(k − 1) + v(k − 1). (3.1)
Vrijednost mjerenja opisane su vektorom z ∈ <m i njegovo ponasˇanje je opisano jednadzˇbom:
z(k) = H(k)x(k) + e(k). (3.2)
Slucˇajne varijable v(k) i e(k) predstavljaju sˇumove u sustavu; v(k) sˇum procesa, a e(k) sˇum
mjerenja. Pretpostavlja se da su oni med¯usobno nezavisni i da imaju normalnu raspodjelu
vjerojatnosti.
Matrica F dimenzije n x n predstavlja vezu izmed¯u vrijednosti varijabli stanja varijable
u koraku k i k − 1 za slucˇaj da nema upravljacˇkog signala ni sˇuma u procesu. Matrica
G dimenzije n x l povezuje vrijednost upravljacˇke varijable u i varijable x. Matrica H
dimenzije m x n u jednadzˇbi mjerenja povezuje varijablu x s mjerenjem z(k). U primjeni se
vrijednosti matrica H i F mogu mijenjati u vremenu, no u prvom djelu c´e se pretpostaviti
da su konstantne.
15
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3.2 Algoritam diskretnog Kalmanovog filtra
Kalmanov filtar estimira varijable stanja procesa koristec´i oblik povratne veze -
Povratna veza daje pogresˇku procjene vrijedonsti mjerenja, dobivenu na temelju
estimiranih varijabli stanja procesa i poznate izlazne jednadzˇbe. Jednadzˇbe Kalmanovog
filtra dijele se u dvije grupe: jednadzˇbe koje sluzˇe za azˇuriranje stanja i jednadzˇbe koje
sluzˇe za azˇuriranje mjerenja.
Jednadzˇbe azˇuriranja stanja projiciraju trenutno stanje i estimaciju kovarijance gresˇke
kako bi se dobile a priori (iz modela) estimacije za sljedec´i vremenski korak. Jednadzˇbe
azˇuriranja mjerenja sluzˇe za dobivanje povratne informacije, odnosno za uklapanje novog
mjerenja u a priori estimaciju kako bi se dobila poboljˇsana a posteriori (stecˇena
promatranjem) estimacija stanja.
Jednadzˇbe azˇuriranja stanja takod¯er se mogu promatrati kao jednadzˇbe predikcije, dok
se jednadzˇbe mjerenja mogu gledati kao jednadzˇbe korekcije.
Jednadzˇbe azˇuriranja stanja diskretnog Kalmanovog filtra su:
x̂(k | k − 1) = F(k − 1)x̂(k − 1 | k − 1) + G(k − 1)u(k − 1), (3.3)
P(k | k − 1) = F(k − 1)P(k − 1 | k − 1)FT (k − 1) + Q(k − 1). (3.4)
Jednadzˇbe azˇuriranja mjerenja diskretnog Kalmanovog filtra su:
K(k) = P(k | k − 1)HT (k)(H(k)P(k | k − 1)HT (k) + R(k))−1, (3.5)
x̂(k | k) = x̂(k | k − 1) + K(k)(z(k)−H(k)x̂(k | k − 1)), (3.6)
P(k | k) = (I−K(k)H(k))P(k | k − 1). (3.7)
Prvo se izracˇunava Kalmanovo pojacˇanje K(k). Zatim se u jednadzˇbi (3.6) racˇuna a
posteriori vrijednost stanja procesa tako da se uracˇuna vrijednost mjerenja z(k). Posljednji
korak je racˇunanje a posteriori vrijednosti kovarijance gresˇke pomoc´u (3.7).
Nakon svakog koraka predikcije i korekcije, algoritam se ponavlja sa prijasˇnjim a posteriori
estimacijama koje se koriste za projiciranje ili predikciju novih a priori estimacija. Ova
rekurzivna priroda algoritma (novo stanje ovisi samo o prethodnom stanju) je jedna od vrlo
privlacˇnih znacˇajki Kalmanovog filtra. Cˇini prakticˇnu implementaciju mnogo povoljnijom
od na primjer implementacije Wiener-ovog filtra koji istovremeno koristi cijeli skup podataka
za svaku estimaciju.
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3.3 Prosˇireni Kalmanov filter
Prosˇireni Kalmanov filtar je nelinearna verzija klasicˇnog Kalmanovog filtra koji je
lineariziran oko trenutne srednje vrijednosti i kovarijance. Prosˇireni Kalmanov filtar se
redovito koristi u teoriji nelinearne estimacije stanja, u navigacijskim sustavima i GPS-u.
Nelinearni model procesa ima sljedec´u strukturu:
x(k) = f(x(k − 1),u(k − 1),v(k − 1)) (3.8)
y(k) = h(x(k), e(k)) (3.9)
Gdje su f i h nelinearne diferenciabline, monotone funkcije stanja (f i h su
”
glatke“ funkcije).
Funkcija f se koristi za izracˇunavanje predvid¯enih stanja koristec´i predvid¯anja iz prosˇlog
koraka estimacije. Funkcija h se koristi za izracˇunavanje predvid¯enih mjerenja iz
predvid¯enih stanja. No, f i h se ne mogu primijeniti direktno na kovarijancu. Umjesto toga
se izracˇunava matrica parcijalnih derivacija (Jacobian). U svakom koraku Jacobian se
racˇuna iz predvid¯enih stanja. Te matrice mogu se koristiti u jednadzˇbama Kalmanovog
filtra. Ovaj proces u osnovi linearizira nelinearnu funkciju oko trenutno predvid¯enog stanja.
Jednadzˇbe azˇuriranja stanja prosˇirenog Kalmanovog filtra:
x̂(k | k − 1) = f(x̂(k − 1 | k − 1),u(k − 1), 0), (3.10)
P(k | k − 1) = F(k − 1)P(k − 1 | k − 1)F(k − 1)T + Q(k − 1). (3.11)
Jednadzˇbe azˇuriranja mjerenja diskretnog Kalmanovog filtra:
K(k) = P(k | k − 1)H(k)T (H(k)P(k | k − 1)H(k)T + R(k))−1, (3.12)
x̂(k | k) = x̂(k | k − 1) + K(k)(z(k)− h(x̂(k | k − 1))), (3.13)
P(k | k) = (I−K(k)H(k))P(k | k − 1). (3.14)
Matrica prijelaza i matrica mjerenja definiraju se:
F(k − 1) = ∂f
∂x
x̂(k−1),u(k−1) (3.15)
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H(k − 1) = ∂h
∂x
x̂(k−1) (3.16)
Za razliku od linearnog, prosˇireni Kalmanov filtar u osnovi nije optimalni estimator
(optimalan je ako su mjerenja i model prijelaza linearni, u tom slucˇaju je prosˇireni
Kalmanov filtar identicˇan obicˇnome, dok za nelinearne procese u opc´enitom smislu nije
optimalan). Osim toga ako je pocˇetno predvid¯anje stanja netocˇno, ili ako je proces krivo
modeliran, zbog linearizacije modela procesa estimati varijabli stanja mogu brzo
divergirati.
Poglavlje 4
Projektiranje sustava procjene kuta
bocˇnog klizanja
U tipicˇnim vozilima kut bocˇnog klizanja se ne mjeri jer je za njegovo mjerenje potrebna
skupa oprema poput opticˇkih senzora (slika 4.1).
Slika 4.1: Opticˇki senzor kuta bocˇnog klizanja
Pod normalnim okolnostima, kada se vozilo vozi bez opasnosti od gubljenja prianjanja sa
cestom, kut bocˇnog klizanja je mali i za prosjecˇnog vozacˇa ne premasˇuje ±2o.
U normalnim okolnostima kut bocˇnog klizanja se mozˇe procijeniti koristec´i staticˇki
model ili linearizirani dinamicˇki model. No, u ekstremnim situacijama guma se pocˇinje
ponasˇati iznimno nelinearno i nije moguc´a jednostavna procjena sa linearnim modelima. U
takvim situacijama kut bocˇnog klizanja mozˇe postati velik i poznavanje njegove vrijednosti
je neophodno za regulaciju lateralne dinamike vozila.
Da bi se izbjegao komplicirani nelinearni model gume koji ovisi o velikom broju
19
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parametara koji mogu biti krivo odred¯eni, u ovom radu se sile na kotacˇe promatraju kao
vanjski poremec´aj i one se estimiraju iz poznatih, mjerenih velicˇina (akceleracija, brzine
skretanja, kutnih brzina kotacˇa).
Tocˇna procjena kuta bocˇnog klizanja u realnom vremenu mozˇe dovesti do razvoja novih
sustava sigurnosti i unaprijediti postojec´e algoritme koji koriste informaciju o bocˇnom kutu
klizanja, poput ESP-a.
4.1 Osmotrivost sustava (engl. observability)
Da bi se ispitala moguc´nost kreiranja prosˇirenog Kalmanovog filtra za zadani sustav,
potrebno je prvo ispitati osmotrivost diskretnog modela danog u poglavlju 1.
Sustav je osmotriv (engl. observable) ako se uz poznato vanjsko djelovanje u(t) i
poznate matrice F i H mozˇe jednoznacˇno odrediti pocˇetno stanje x0(t) iz izlaznog vektora
y(t) promatranog u konacˇnom vremenskom intervalu t. Opc´enito osmotrivost nelinearnog
vremenski promjenjivog diskretnog sustava:
x(k) = f(x(k − 1),u(k − 1),v(k − 1)) (4.1)
y(k) = h(x(k), e(k)), (4.2)
se provjerava odred¯ivanjem ranga matrice osmotrivosti Ob koja se racˇuna prema:
Ob =

H
HF
HF2
...
HFn−1
 (4.3)
Gdje je n red sustava. Sustav je osmotriv ako je rang matrice Ob jednak broju varijabli
stanja procesa (tj. redu sustava). U Matlab-u se osmotrivost sustava provjerava koristec´i
funkcije Ob = obsv(F, H) i rank(Ob).
Za model iz prvog poglavlja za rank matrice Ob dobiva se 9, sˇto odgovara broju stanja,
pa je sustav osmotriv. U slucˇaju kada nema lateralne dinamike (vozˇnja po ravnoj liniji) rank
matrice osmotrivosti pada za jedan, i prema tome sustav postaje nosmotriv.
Za slucˇaj kada je kut skretanja 0, a prema tome i komponente koje se mnozˇe sa sinusnom
kuta skretanja jednake 0, rank sustava i dalje ostaje jednak broju stanja, pa je sustav i dalje
osmotriv.
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4.2 Modeliranje sˇuma
Med¯u ostalima, ulaz u Kalmanov filtar su i mjerenja akceleracije i kutne brzine koji se
mjere pomoc´u inercijskih senzora - akcelerometra i zˇiroskopa. Tipicˇni senzori namijenjeni za
automobilsku industriju odred¯eni su potrebom za smanjenjem cijene, sˇto se cˇesto ocˇituje u
niskoj rezoluciji, malom mjernom opsegu i znacˇajnom sˇumu, posmaku i drift-u tih senzora.
Kvaliteta koriˇstenih senzora odred¯uje maksimalnu tocˇnost koja se mozˇe ocˇekivati od
estimatora. Glavni izvor pogresˇka je posmak koji onemoguc´uje tocˇno direktno integriranje
vrijednosti varijabli stanja iz mjerenja senzora.
Prema tome, da bi se simulirala realna mjerenja inercijskih senzora, na vrijednost
dobivenu iz modela dodaje se i bijeli sˇum vrijednosti standardne devijacije dobivene iz
tehnicˇke dokumentacije senzora koji se koriste u automobilskoj industriji.
Za akcelerometar odabran je ADXL203 [1], dvoosni akcelerometar sa gustocˇom spektra
snage sˇuma 110 µg/
√
Hz rms
Odabrani zˇiroskop je ADXRS613 [2], jednoosni zˇiroskop sa gustocˇom spektra snage sˇuma
0.04 o/s/
√
Hz
Te vrijednosti dodane su na vrijednost izlaza iz modela sustava odnosno ulazu mjerenja
u Kalmanov filtar pomoc´u Matlabove naredbe randn. Na primjer za akceleraciju u smjeru
osi x sˇum se dodaje pomoc´u matlab koda:
ax_o = ax_o + acSTD.*randn(size(ax_o,1),1);
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Slika 4.2: Stvarno i zasˇumljeno mjerenje akceleracije
4.3 Projektirani prosˇireni Kalmanov filtar
Prosˇireni Kalmanov filtar implementiran je u m-file-u, te u matlabovom alatu simulink
(detaljnjiji prikaz u Dodatku A), cˇime je omoguc´ena i moguc´nost povratne veza za regulaciju
vozilom (estimacija u zatvorenoj petlji).
U oba slucˇaja vrijednosti matrica modela F, G, H odred¯ene su iz matematicˇkog modela
vozila danog u prvom poglavlju (2.16), a matrice Q i R prema ocˇekivanom sˇumu iz
prethodnog djela.
Osim postojec´ih varijabli stanja dodane su josˇ cˇetiri koje predstavljaju derivacije prednjih
odnosno strazˇnjih sila. Takod¯er dodano je i virtualno mjerenje longitudinalne brzine iz brzine
vrtnje kotacˇa.
Za verifikaciju projektiranog sustava estimacije procjene koristi se simulacija, koristec´i
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Slika 4.3: Implementacija Kalmanovog filtra u simulinku
model dinamike vozila viˇseg reda od modela koriˇstenog u estimaciji.
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.
4.4 Rezultati projektiranog Kalamnovog filtra
U ovom dijelu dani su rezultati estimacije kuta bocˇnog klizanja za razne manevre vozila.
Estimacija je zadovoljavajuc´a za vec´inu manevara, osim kod naglog kocˇenja u zavoju, gdje
postoji znatno odstupanje od stvarne vrijednosti.
No, ako se umjesto virtualnog mjerenja longitudinalne brzine iz estimirane kutne brzine
kotacˇa za mjerenu vrijednost postavi prava vrijednost longitudinalne brzine iz modela, dobiju
se znatno bolji rezultati.
To se dogad¯a jer uslijed velike dinamike ili kocˇenja kotacˇ proklizava, pa vrijednost
longitudinalne brzine nije viˇse jednaka kutnoj brzini kotacˇa pomnozˇenoj sa radiusom
kotacˇa.
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Slika 4.4: ”Double steep steer” manevar izbjegavanja prepreke naglim skretanjem u jednu stranu pa
u drugu izveden pocˇetnom brzinom 25 m/s i faktorom trenja µ = 1
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Slika 4.5: ”Steep steer” manevar naglog skretanja u jednu stranu izveden pocˇetnom brzinom 25 m/s
i faktorom trenja µ = 1
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Slika 4.6: ”Brake in turn” manevar kocˇenja u zavoju izveden pocˇetnom brzinom 25 m/s i faktorom
trenja µ = 1
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Slika 4.7: ”Dynamic lane change” manevar naglih skretanja izveden pocˇetnom brzinom 20 m/s i
faktorom trenja µ = 1
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Slika 4.8: ”Dynamic lane change” manevar za slucˇaj postavljanja ulaza mjerenja stvarne
longitudinalne brzine izveden pocˇetnom brzinom 20 m/s i faktorom trenja µ = 1
Poglavlje 5
Analiza robusnosti projektiranog
prosˇirenog Kalmanovog filtra
U ovom djelu provjerit c´e se utjecaj krivo procijenjenih parametara modela, odnosno
pogresˇaka mjerenja senzora na tocˇnost estimacije.
5.1 Utjecaj krive procjene sˇuma senzora
Projektiran prosˇireni Kalmanov filtar prilagod¯en je za mjerenje odabranim senzorima koji
imaju odred¯enu standardnu devijaciju sˇuma. Sljedec´i grafovi prikazuju utjecaj povec´anja
sˇuma senzora na procjenu varijabli stanja.
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Slika 5.1: Utjecaj promjene sˇuma senzora na procjenu kutne brzine
Iz danih grafova vidi se da se u slucˇaju povec´anja sˇuma u senzorima procjena varijabli
stanja ostaje zadovoljavajuc´a. Kalmanov filtar dobro prigusˇuje sˇum mjerenja senzora.
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Slika 5.2: Utjecaj promjene sˇuma senzora na procjenu kuta bocˇnog klizanja
.
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5.2 Utjecaj posmaka zˇiroskopa
Postoje mnogi algoritmi koji odred¯uju i neutraliziraju posmak u ocˇitanju senzora. U
ovom djelu proucˇiti c´e se utjecaj nefiltriranog posmaka na procjenu varijabli stanja:
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Slika 5.3: Utjecaj posmaka zˇiroskopa na procjenu kutne brzine r
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Slika 5.4: Utjecaj posmaka zˇiroskopa na procjenu kuta bocˇnog klizanja
Iz danih grafova vidi se da u slucˇaju brzine skretanja r konstantan posmak mjerenja
uzrokuje konstantnu pogresˇku estimacije r-a. Kada je kut β jednak nuli konstantan posmak
mjerenja uzrokuje rast pogresˇke estimacije β-e, a kad je β razlicˇit od nule pogresˇka estimacije
β-e je konstantna.
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5.3 Utjecaj posmaka akcelerometra
Isto kao i u prosˇlom dijelu u ovom dijelu na mjerenje obje osi akcelerometra dodati c´e se
posmak odred¯ene vrijednosti i promotriti njegov utjecaj na procjenu varijabli stanja:
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Slika 5.5: Utjecaj posmaka akcelerometra na procjenu kutne brzine r
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Slika 5.6: Utjecaj posmaka akcelerometra na procjenu kuta bocˇnog klizanja
Iz danih grafova vidi se da posmak akcelerometra ne utjecˇe na procjenu kutne brzine, dok
kod procjene kuta bocˇnog klizanja utjecˇe tako da skalira procijenjenu vrijednost za faktor
koji ovisi o iznosu posmaka akcelerometra.
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5.4 Utjecaj krivo procjenjenog momenta kotacˇa
U slucˇaju krive procjene momenta koji djeluje na kotacˇe, gresˇka se propagira na procjenu
kuta bocˇnog klizanja i manifestira se kao stacionarna pogresˇka (5.7).
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Slika 5.7: Utjecaj krivo odred¯enog momenta na kotacˇe na procjenu kuta bocˇnog klizanja
Poglavlje 5 Analiza robusnosti projektiranog prosˇirenog Kalmanovog filtra 38
5.5 Utjecaj krivo procjenje mase vozila
Masa vozila bitan je parametar koji se koristi u cijelom modelu. U ovom djelu ispitat c´e
se utjecaj krive procjene mase vozila na procjenu varijabli stanja.
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Slika 5.8: Utjecaj krivo odred¯ene mase na procjenu kuta bocˇnog klizanja
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Slika 5.9: Utjecaj krivo odred¯ene mase na procjenu bocˇne sile u prednjem kotacˇu
Iz grafa 5.8 se vidi da krivo odred¯en parametar mase ima malen utjecaj na procjenu
kuta bocˇnog klizanja vozila, dok ima veliki utjecaj na pogresˇnu procjenu sila (graf 5.9).
Zakljucˇujemo da se u procjeni kuta bocˇnog klizanja utjecaj krive procjene sila poniˇstava.
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Usporedba sa postojec´im rjesˇenjima
U literaturi postoji mnogo pristupa estimaciji bocˇne brzine i kuta bocˇnog klizanja. Ti
pristupi se tipicˇno zasnivaju na linearnim ili kvazi-linearnim tehnikama [13],[14],[27],[6].
Nelinearni estimator koji linearizira dinamiku gresˇke estimatora je pokazan u [17] i [18].
Estimator koji se temelji na forsiranju dinamike gresˇke nelinearnog estimatora da prati
dinamiku linearnog referentnog sustava proucˇen je u [21],[4]. U [21] i [4] pretpostavlja se
dostupnost longitudinalne sile trenja izmed¯u kotacˇa i gume, dok se u [5] longitudinalne sile
racˇunaju iz tlaka u kocˇnici, polozˇaja kvacˇila i kuta gasa.
Prosˇireni Kalmanov filtar (EKF) koji se temelji na modelu trenja izmed¯u ceste i gume,
koji ukljucˇuje procjenu koeficijenta trenja izmed¯u gume i ceste, kut nagiba ceste, razvijen je
u [3]. Pod nagib ceste misli se i uzduzˇni nagib ceste (uzbrdica, nizbrdica), te bocˇni nagib.
Prosˇireni Kalmanov filtrar koji estimira brzine i sile u gumama bez eksplicitnog koriˇstenja
modela trenja izmed¯u gume i ceste prikazan je u [23]. Na temelju tog pristupa izrad¯en je
i ovaj rad. Osim toga u [20] je projektiran Kalmanov filtar koji se temelji na linearnom
modelu trenja izmed¯u gume i ceste sa estimacijom parametara trenja u realnom vremenu.
U [19] se linearni estimator za brzinu vozila koristi kao ulaz u Kalmanov filtar temeljen
na kinematskim jednadzˇbama gibanja. U [16] se kut bocˇnog klizanja procjenjuje zajedno sa
kutnom brzinom skretanja i sa koeficijentom trenja, bez mjerenja brzine skretanja.
Vec´ina pristupa (npr. [26], [13],[14],[27]),...) temelje se na modelu vozila, obicˇno
ukljucˇujuc´i model trenja izmed¯u gume i podloge. Glavni argument protiv koriˇstenja takvog
modela je njegova svojstvena nesigurnost. Promjene u masi vozila i u karakteristikama
gume ubacuju nepoznate varijacije u model.
Drugacˇiji pristup odabran je u [28], gdje se inercijski senzor sa sˇest stupnjeva slobode
koristi u prosˇirenom Kalmanovom filtru koji se uglavnom oslanja na integraciju kinematskih
jednadzˇbi u otvorenoj petlji, bez modela vozila ili modela trenja. Glavna jednadzˇba mjerenja
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dolazi iz longitudinalne brzine koja se racˇuna odvojeno primarno temeljem brzine rotacije
kotacˇa. Ta ideja slicˇna je kinematskom observeru u [13]. Pristupi ovog tipa su osjetljivi na
nepoznati posmak senzora i drift, kao i na gresˇke u polozˇaju grupe senzora. Glavni uzrok
drifta u inercijskim senzorima su varijacije u temperaturi.
Kako bi se u realnim situacijama procijenio kut bocˇnog zakreta, potrebno je imati neke
informacije o okruzˇenju vozila. Na bocˇnu brzinu posebno veliki utjecaj ima bocˇni nagib ceste.
Dalje, kada pristup ukljucˇuje modeliranje sila trenja (npr. u [20],[19],[16],...), potrebna je i
informacija o uvjetima na cesti. Kada se procjenjuje longitudinalna brzina, znanje o kutu
nagiba vozila korisno je kada brzine vrtnje kotacˇa ne daju dovoljno kvalitetnu informaciju.
Neki pristupi temeljeni na modelu vozila kao [6],[3],[23],[16], uzimaju u obzir nepoznate
uvijete na cesti, ali se cˇesˇc´e pretpostavlja da su uvjeti na cesti poznati ili da se vozilo vozi
na nacˇin na koji se minimizira utjecaj uvjeta ceste. Slicˇno, iako se tipicˇno pretpostavlja
horizontalna cesta, pristupi [14],[6],[3],[28] ukljucˇuju i nagnutu cestu.
Estimacija kuta nagiba ceste je ukljucˇena u [25], koji je temeljen na prijenosnim
funkcijama iz kuta skretanja i kuta nagiba ceste na brzinu skretanja i bocˇnu akceleraciju i
u [8] koji koristi prosˇireni Kalmanov filtar za procjenu kuta bocˇnog klizanja, koji se koristi
u linearnom obseveru sa nepoznatim ulazom za procjenu kuta nagiba ceste.
U [24],[9],[7],[12] se za procjenu kuta bocˇnog klizanja mjerenja inercijskih senzora
kombiniraju sa mjerenjima GPS-a. Pristupi ovog tipa cˇesto ukljucˇuju i procjenu kuta
nagiba vozila.
Tablica (6.1) prikazuje usporedbu objasˇnjenih pristupa u odnosu na utjecaj nagiba ceste,
krivo procijenjenih parametara vozila, te utjecaj posmaka.
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Zakljucˇak
U ovom radu projektiran je prosˇireni Kalmanov filtar koji bez koriˇstenja modela gume
zadovoljavajuc´e procjenjuje kut bocˇnog zakreta vozila.
U prvom djelu rada napravljen je matematicˇki model vozila, diferencijalne jednadzˇbe
koje opisuju dinamiku vozila prenesene su u prostor stanja i diskretizirane. Napravljen je
VRML model vozila kojim je omoguc´ena vizualizacija dinamike vozila. Izvedena je jednadzˇba
skretanja, te je objasˇnjen faktor podupravljanja i karakteristicˇni slucˇajevi za razne vrijednosti
faktora podupravljanja.
Dalje, objasˇnjen je princip rada klasicˇnog i prosˇirenog Kalmanovog filtra, dane su
karakteristicˇne jednadzˇbe za i objasˇnjeni parametri za oba filtra. Osim toga prikazan je
koriˇsteni princip projektiranja prosˇirenog Kalmanovog filtra, prikazan je nacˇin na koji su
uvedene gresˇke mjerenja senzora. Za razne manevre vozila prikazani su rezultati procjene
kuta bocˇnog klizanja projektiranog prosˇirenog Kalmanovog filtra.
Kod analize robusnosti pokazalo se da je projektirani sustav otporan na utjecaj sˇuma
i posmaka mjerenja koji se pojavljuju u inercijskim senzorima (akcelerometru i zˇiroskopu).
Utjecaj krivo procijenjenog momenta u kotacˇima manifestirao se kao stacionarna pogresˇka u
procjeni kuta bocˇnog klizanja. Osim toga pokazalo se da je sustav otporan na krivo odred¯enu
masu vozila.
U zadnjem djelu rada navedena su druga postojec´a rjesˇenja. Prikazana je tablica u kojoj
su uspored¯ena postojec´a rjesˇenja, te u kojoj se vide prednosti i nedostaci svakog od njih.
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Dodatak A
Simulink realizacija prosˇirenog
Kalmanovog filtra
Slika A.1: Okruzˇenje bloka prosˇirenog Kalmanovog filtra realiziranog u Simulinku
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Slika A.2: Glavni dio prosˇirenog Kalmanovog filtra
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Slika A.3: Blokovi koji azˇuriraju vrijednosti matrice F u pojedinom koraku, ovisno o vrijednostima
kuta skretanja i kutne brzine
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